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Introducdo a Mecanica Lagrangiana

Objetivos do minicurso:

Apresentar os fundamentos e aplicagdes bdsicas da formulacao Lagrangiana da Mecanica Classica, no
objetivo de ampliar a formacdo dos participantes com a compreensdo e as ferramentas necessarias para
que possam aplicar este formalismo em contextos mais complexos nas engenharias.
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Introducdo a Mecanica Lagrangiana

Aula 1: 16/11, 16:20 - 18:00 - Revisdo de Mecanica Newtoniana e introducdo aos conceitos da formulac3o Lagrangiana
Aula 2: 17/11,16:50 - 18:30 - Construcdo das equacdes de movimento do formalismo Lagrangiano e exemplos

Aula 3: 18/11, 16:20 - 18:00 - Aplicacdes
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Introducdo a Mecanica Lagrangiana

Principais referéncias:

v Goldstein, H. Classical mechanics (BSJOIl: 531/G624c)
v Lemos, N. A. Mecénica analitica (BSCFM: 531.3/L557m)

v Marion, J. B., Thornton, S. T. Dindmica cldssica de particulas e sistemas (BSJOI: 531.3/T514d)
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Energia potencial de um sistema de particulas:

HIPOTESE 3: Vw_ Vij (|rZ Fjl) —> sz || (7"7, f}l

Qo o

2 t by
) =¥ gl i e, Sl N

E mais:

Para um corpo
rigido, o poten-
cial interno é
somente uma
constante
aditival
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Energia mecanica de um sistema de particulas:

T+V=>, (mz *2+V)

onde

Vi=Vixei +32.: Vi



e Vinculos:

Sao restricoes ao movimento de um sistema, podendo ser expressos
por equacoes algébricas ou diferenciais relacionando as coordenadas
das posicoes das partes do mesmo.




e Vinculos:

Sao restricoes ao movimento de um sistema, podendo ser expressos
por equacoes algébricas ou diferenciais relacionando as coordenadas
das posicoes das partes do mesmo.

o Holondmico: Elf : f(f)l’f)z’ o 7t> — ()

o Né&o-holondmico: 7 ta] f (p.ex. eq. de vinculo

diferencial e nao algébrica)

o "Scleronomous": of — ()
ot

" 11 af
Rh D —
e eonomous 5 # ()



Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:

2 2
51712—|—y1 :ll
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:

oz i J Pl
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(21,y1, 22, y2) — (01, 62)
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e Vinculos:

Sao restricoes ao movimento de um sistema, podendo ser expressos
por equacoes algébricas ou diferenciais relacionando as coordenadas
das posicoes das partes do mesmo.

® Graus de liberdade:
N particulas no R?, com & vinculos*: (BN — &) graus de liberdade

*holondmicos, ou diferenciais integraveis.



e Vinculos:

Sao restricoes ao movimento de um sistema, podendo ser expressos
por equacoes algébricas ou diferenciais relacionando as coordenadas
das posicoes das partes do mesmo.

® Graus de liberdade:
N particulas no R?, com & vinculos*: (BN — &) graus de liberdade

e Coordenadas generalizadas: ¢, j=1...,3N = ¢
o Especificam univocamente todas as posicoes do sistema

O Vinculos satisfeitos identicamente.

Exemplos...

*holondmicos, ou diferenciais integraveis.



Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:

to = 0] = | R
ﬁzx%+y§

\
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:

v¢ = |7] = |R|

ﬁzx%+y§
i —rpcosf =0
g —rdsinh =0
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico:

to = 0] = | R
R xi—kyﬁ

\

dr =rcosf do

dy =rsinfdoe
Exemplo de vinculos diferenciais nao integraveis:
"restringem os deslocamentos possiveis do sistema mas ndo impéem
quaisquer limites as configuracoes possiveis, de modo que a priori todas
as configuragoes sdo acessiveis." (Nivaldo Lemos, p.13)
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Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico™:

*Desconsiderada a massa da polia e supondo o fio inextensivel. U FS C



Vinculos e coordenadas generalizadas de um sistema mecanico*:

ULl K

*Desconsiderada a massa da polia e supondo o fio inextensivel. U FS C



® \inculos <;\ forcas de vinculo

F=F9%5FY_5 wi=1. N

(4 () [/

"Indeed, imposing constraints on the system is simply another
method of stating that there are forces present in the problem that
cannot be specified directly but are known rather in terms of their

effect on the motion of the system.” (Goldstein, p.11)




Conceitos essenciais do formalismo Lagrangiano

e Vinculos <\; forcas de vinculo

B =FY9%F"Y —j vi=1,... N

[/
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® \inculos <;\ forcas de vinculo

F=F9%5FY_5 wi=1. N

(4 () [/

"Indeed, imposing constraints on the system is simply another
method of stating that there are forces present in the problem that
cannot be specified directly but are known rather in terms of their

effect on the motion of the system.” (Goldstein, p.11)

= E se "retirassemos de jogo" as forcas de vinculo?...




Conceitos essenciais do formalismo Lagrangiano

® \inculos <\; forcas de vinculo

F=FY.FfY_5 wi—1. N

(] () [/

"Indeed, imposing constraints on the system is simply another
method of stating that there are forces present in the problem that
cannot be specified directly but are known rather in terms of their
effect on the motion of the system.” (Goldstein, p.11)

Formally, a rigid body can be defined as a system
> Dica: of particles in which the distances r;; are fixed and cannot vary with time.
In such case the vectors dr;; can only be perpendicular to the correspond-
ing r;;, and therefore to the F;;. Therefore, in a rigid body the internal
forces do no work, and the internal potential must remain constant. Since
the total potential is in any case uncertain to within an additive constant,
an unvarying internal potential can be completely disregarded in discussing
the motion of the system.



® \inculos <;\ forcas de vinculo

B =F9F" ~p Vi=1,...,N

"Indeed, imposing constraints on the system is simply another
method of stating that there are forces present in the problem that
cannot be specified directly but are known rather in terms of their

effect on the motion of the system.” (Goldstein, p.11)

= Dica:
Forcas de vinculo nao realizariam trabalho em

qualquer deslocamento?




® \inculos <;\ forcas de vinculo

B =F9F" ~p Vi=1,...,N

"Indeed, imposing constraints on the system is simply another
method of stating that there are forces present in the problem that
cannot be specified directly but are known rather in terms of their

effect on the motion of the system.” (Goldstein, p.11)

= Dica:
Forcas de vinculo nao realizariam trabalho em

qgualquer deslocamento hipotético que
satisfizesse os vinculos?...




Conceitos essenciais do formalismo Lagrangiano

® \inculos <\; forcas de vinculo

F=FY.FfY_5 wi—1. N

(] () [/

e Deslocamento virtual: 0r; infinitesimal




® \inculos <;\ forcas de vinculo

F=F9%5FY_5 wi=1. N

(4 () [/

e Deslocamento virtual: 0r; infinitesimal

Mudanca formal na configuracao do sistema:

Enquanto dr; € o deslocamento de fato, decorrido num intervalo df
este 97, € um deslocamento a partir de 7(¢) portanto ¢r;(t) Este,
por construcao, deve ser consistente com os vinculos.



® \inculos <;\ forcas de vinculo

F=F9%5FY_5 wi=1. N

(4 () [/

e Deslocamento virtual: 0r; infinitesimal

Mudanca formal na configuracao do sistema:

Enquanto dr; € o deslocamento de fato, decorrido num intervalo df
este 97, € um deslocamento a partir de 7(¢) portanto ¢r;(t) Este,
por construcao, deve ser consistente com os vinculos.

e Trabalho virtual:

F .7



Conceitos essenciais do formalismo Lagrangiano

e HIPOTESE 4: ZZ F’Z.(v) or; =0 VYor,
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Conceitos essenciais do formalismo Lagrangiano

o HIPOTESE 4: EZ F;(v) 07 =0

* NOTACAO: vamos omitir o sobrescrito "(a)" nas forcas aplicadas:

B =|F}+ FV =5



Principio de D'Alembert em termos das
coordenadas generalizadas:

N SN—¢

e Trabalho virtual: Z F; - or; = Z Qj 5qj
- Or;

e Forga generalizada: Q] Z FZ : ‘
8%’

e HIPOTESE 5: Coordenadas e velocidades generalizadas, q’s e Q’s
todas independentes entre si!

CONDICAO: 7 (¢;) e 75 (4;)



Principio de D'Alembert em termos das
coordenadas generalizadas:

e Com alguns calculos, mostra-se que:

N 3N—¢
Z - . d ol JT
P <Fz — p’i) '57“1' — ]§:1: (QJ B &a_q] + a_q) 5QJ

onde {5(1]'} sao deslocamentos virtuais arbitrarios e independentes.

dol  JT .




Equacao de Euler-Lagrange:

dor Jr 0.
dt@qj 8qj I

e Separando as forcas aplicadas em conservativas e nao-conservativas,
obtemos as equacdes de Euler-Lagrange:

d oL oL

. (IleODS)
dtdq;  Jq; Q]

onde £ g T — V é a chamada Lagrangiana do sistema.



Aplicando as equacoes de Euler-Lagrange:

2 2_12

(21,y1, 22, y2) — (01, 62)
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Aplicando as equacoes de Euler-Lagrange:

to = 0] = | R
E=x§+y§'

\

dr =rcosf do

dy =rsinfdoe
Exemplo de vinculos diferenciais nao integraveis:
"restringem os deslocamentos possiveis do sistema mas ndo impéem
quaisquer limites as configuracoes possiveis, de modo que a priori todas
as configuragoes sdo acessiveis." (Nivaldo Lemos, p.13)
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Aplicando as equacoes de Euler-Lagrange:

ULl K

*Desconsiderada a massa da polia e supondo o fio inextensivel. U FS C



Aplicando o formalismo Lagrangiano:
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Aplicando o formalismo Lagrangiano:
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Aplicando o formalismo Lagrangiano:
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Obrigada!

Minicurso: Introdugcdo a Mecénica Lagrangiana
Profa. Fatima A. Machado
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